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Zusammenfassung

In diesem Artikel werden spezielle Losungen der vierdimensionalen Ein-
steinschen Allgemeinen Relativitéitstheorie gesucht, ndmlich Losungen, die
drei- oder zweidimensionalen Allgemeinen Relativitétstheorien mit zusétz-
lichen, skalaren Feldern entsprechen, womit auch die Dilatongravitation in
diesen speziellen Losungen enthalten ist.

*Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Universitit Wien
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1 Einleitung

Die Untersuchung der vierdimensionalen Einsteinschen Allgemeinen Relativi-
tatstheorie ist sehr schwierig, weshalb es sich als zweckméflig erweist, zwei- und
dreidimensionale Modelle zu studieren. Besonders auf dem Gebiet der zweidi-
mensionalen Modelle hat man in letzter Zeit viele Erkenntnisse {iber das Phéno-
men der schwarzen Locher gewonnen.

Es erscheint daher sinnvoll, Uberlegungen iiber den Zusammenhang dieser nie-
derdimensionalen Modelle mit der vierdimensionalen Allgemeinen Relativitéts-
theorie durchzufiihren. Durch direktes Ableiten von der Einsteinschen Theorie
findet man Losungen, die fiir sich bereits drei- oder zweidimensionale Allgemei-
ne Relativitdtstheorien mit neuhinzugekommenen Skalarfeldern darstellen.

In seinem Artikel ,,D=3 General Relativity is not D=3 Gravity“ zeigte Y. Ver-
bin erstmals, daf} sich ausgehend von der vierdimensionalen Allgemeinen Relati-
vitétstheorie eine dreidimensionale Gravitationstheorie (D=3 Gravity) herleiten
1483t, welche nicht wie die dreidimensionale Allgemeine Relativitdtstheorie durch
das Fehlen des Newtonschen Limits oder die Flachheit im materiefreien Raum
eingeschrankt ist. In diesem Artikel wird zunéchst die ,,Dreidimensionale Gra-
vitation“ abgeleitet, und die dabei gewonnenen Erkenntnisse werden fiir eine
weitere Reduktion auf zwei Dimensionen verwendet. Diese Ableitung ist auch
dann giiltig, wenn man eine Allgemeine Relativitdtstheorie mit mehr als vier
Dimensionen reduziert, wodurch man beispielsweise eine Einsteintheorie mit
Skalarfeld erhélt. Die ,, Zweidimensionale Gravitation“ zeigt schliellich, dafl die
Dilatongravitation von Curtis G. Callan Jr., Steven B. Giddings, Jeffrey A. Har-
vey und Andrew Strominger — es handelt sich dabei um eine zweidimensionale



Quantengravitation — bereits in Einsteins Allgemeiner Relativitatstheorie ent-
halten ist.

2 Konventionen

Als Referenz fiir Definitionen von differentialgeometrischen Gréfien diente das
Buch von Roman U. Sexl und Helmuth K. Urbantke [SU]. Beispielsweise gilt
fiir die Signatur (+ — ——), (+ — —) oder (+—), je nach den betrachteten Di-
mensionen. Unabhéngig von der Dimension ist der Riemanntensor wie folgt
definiert:

I
Aijie — Ay = RijrAi —
Rlije = ik — Uige + Dl U™ — Dl ™4

Lateinische Indizes reprisentieren in folgenden Abschnitten die Werte 0-3 und
griechische Indizes die Werte 0-2 oder 0 und 1.

Die Symbole der differentialgeometrischen Groflen (siehe Tab. 1) des vierdi-
mensionalen Raumes werden grof3 geschrieben. Zu deren Berechnung wird der
metrische Tensor g;; des vierdimensionalen Raumes verwendet. Durch dimen-
sionale Reduktion erhélt jede dieser Groflen ein drei- oder zweidimensionales
Pendant, welches klein geschrieben wird. Auch Operationen wie das Indexheben
oder die kovariante Differentiation sind entweder mit der Metrik g;; bei grofige-
schriebenen Symbolen oder der reduzierten Metrik 7,3 bei kleingeschriebenen
durchzufiihren. Als Beispiel sei hier die Berechnung des Christoffelsymbols

1
T = 59" (qug + gji — 9isa)

2
Vs = %W (Ypa8 + VBpa — Yaip)
sowie des Einsteintensors
Gij = Rij — %gin, G* = ¢"G;; und
9o = TaB — %’mmﬂ 98 = 7" gap

angegeben. Die Unterscheidung zwischen g, als Einsteintensor des reduzierten
Raumes und g,g als die af-Komponenten des vierdimensionalen metrischen
Tensors ergibt sich aus dem Zusammenhang.

Sofern eine Grofle des reduzierten Raumes nicht ein entsprechendes Gegenstiick
im vierdimensionalen Raum besitzt, wird nicht zwischen Grof- und Kleinschrei-
bung unterschieden. Das Indexheben und die kovariante Differentiation werden
fiir diese mit der Metrik 7,3 durchgefiihrt.



D=4 D=3od. 2

Metrik 9ij Yop
Christoffelsymbol ijk Y3y
Riemanntensor R'ijk 1Papk
Riccitensor Rij  rap
Kriimmungsskalar R r
Einsteintensor Gij Jap
Energie- Impulstensor  Tj; 12%]

Tabelle 1: Differentialgeometrische Grofien

3 Dreidimensionale Gravitation

Grundlage dieses Abschnittes ist der Artikel von Verbin [V]. In diesem werden
dreidimensionale Losungen von Einsteins Allgemeiner Relativitdtstheorie ge-
sucht. Unter einer dreidimensionalen Allgemeinen Relativitidtstheorie versteht
man eine Theorie, welche der Einsteinschen entspricht, allerdings in einer drei-
dimensionalen Raum-Zeit. Die dreidimensionale Gravitation wird nun aus der
vierdimensionalen Einsteintheorie abgeleitet und ist eine dreidimensionale All-
gemeine Relativitéitstheorie mit einem zusétzlichen Skalarfeld. Eine &hnliche
dimensionale Reduktion wurde bereits vor einigen Jahrzehnten von Kaluza und
Klein durchgefiihrt, allerdings von fiinf auf vier Dimensionen.

Fiir den metrischen Tensor setzt man an:

9ij (mA) = Yol (xk) Ba (xk> bzw.
e .

2
ds? = yaﬁdmad:pﬁ + 2By dx%dx® — B> (dzg) ,

wobei griechische Indizes die Werte 02 reprisentieren, und alle auftretenden
GroBen Funktionen von z* sind.

Der kontravariante metrische Tensor lautet hiermit:

7ocﬁ _ BB _B*
37 . (I>2+B2 (I>2+B2
g7 = : (2)
BT« 1
321 B2 B

Der Ausdruck B? ist dabei eine Kurzschreibweise fiir B2 = B*B), wobei das
Indexheben mit der Metrik v*? durchgefithrt wird, womit sich weiter B? =
P B, Bg ergibt.

Sucht man nun Geodiiten ¢ (1) im vierdimensionalen Riemannschen Raum mit
23 (1) = konst. und beliebigem z (1),

d?ct o da™ E

? [

an
dr2 + dr dr
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T
Tapy =Yapy | Rnape = Tnape | Rag = Tap + =57
F0433 = (I)q),a R3a3f-€ = (I);om R33 = _(I)q);)\/\

P33O¢ = _(ﬁq),a

A
T%, =%, | Rapn =rapn | R=r+2%
e = 5 Ri3p3 = @7

o = 90, | Riyp = 752

Tabelle 2: Differentialgeometrische Groflen bei Reduktion auf drei Dimensionen

dr3 5 dx® da® 5 dr3dz® 5 dr3dz?

drz T gy A e g T g =0

so fithrt dies zur Bedingung F3a5 = 0, oder durch die Metrik ausgedriickt:

1 ( Bass + Bg,
3+ a;B B\ _
Fas = 2( ®? + B? ) 0 )

Unter dieser Bedingung wird die Gleichung fiir 2* (1) zur Geoditengleichung
einer dreidimensionalen Allgemeinen Relativitdtstheorie,

Bt do e "
dr2 R dr dr

welche geodiitische Bewegungen in der Hyperebene 22 = konst. beschreibt. Das
Feld B, ist allerdings durch die Killing-Gleichung (Gl. 3) der Metrik 7,3 ein-
geschréankt. Verbin argumentiert nun mit der Unerfiillbarkeit dieser Forderung
im allgemeinen Fall und setzt B, = 0. Dadurch beschrénkt man sich auf Sy-
steme, die unter der Transformation 73 = —z? invariant sind. Der Rest dieses

Abschnittes beschéftigt sich mit diesen spiegelungsinvarianten Systemen.

Mit dieser Vereinfachung ist der Aufwand zur Berechnung des Einsteintensors
geringer. Eine Zusammenfassung der dabei auftretenden Gréflen liefert Tab. 2.

Alle Werte, die sich nicht aus Symmetrieeigenschaften herleiten lassen, sind
gleich Null.

Die Einsteingleichungen lauten nun:

1
Jap Tt ) ((I);Ozﬁ - ’Yaﬁ(I);AA) = —kThs und (4a)
1., 1 3
5<I> r = —kT33 oder 57" =kr1"3. (4b)

Die zweite Gleichung 148t sich auch umschreiben. Man bildet die Spur von Gl. 4a
und eliminiert » mittels Gl. 4b:
(I);)‘)\ K

=3 (1% - 1%). (5)



Diese Gleichungen kénnen vom Standpunkt einer dreidimensionalen Einstein-
gravitation mit einem zusétzlichen skalaren Feld ® aus betrachtet werden:

1

Gap = _"fta[)’, taﬁ = E

((I);aﬁ - ’Yaﬂq);)\)\) + Taﬁ : (6)

Die urspriinglich als Teil der Metrik auftretende Grofle @ wird jetzt zu ei-
nem eigenstindigen Feld mit der Gl. 5 als Wellengleichung. Die relativistische
Energie-Impulserhaltung gilt auch hier:

tAﬁ;)\ = T)\@)\ + (In q));)\ T)‘g — (In (I));ﬁ T33 =0. (7)

In drei Dimensionen besitzt der Kriimmungstensor sechs unabhéngige Kompo-
nenten. Dies entspricht der Anzahl der unabhingigen Komponenten des Ein-
steintensors, weshalb man 7,3, linear durch den Einsteintensor g,z ausdriicken
kann (siehe [W, 6.7] od. [J, III.A]). Deshalb ist in der dreidimensionalen All-

gemeinen Relativitétstheorie der materiefreie Raum (tq3 (x)‘> = 0) lokal nicht
gekriimmt. In der , D=3 Gravity* von Verbin ist aber, auch wenn 7% (ac’\> =0

ist, im allgemeinen t,g (:U)‘> # 0, weil das Feld ® zur Materie beitrdagt, aber
nur im Fall 7%, — T3 # 0.

Die Feldgleichungen 4a und 4b lassen sich auch mittels Variationsprinzip aus
dem Wirkungsintegral

)
W= [ @y (G + L) ®
K
herleiten, wobei Lj; die Lagrangedichte des urspriinglichen Materiefeldes der
vierdimensionalen Theorie ist, welches zum Energie-Impulstensor T;; fiihrt.

Fiir manche Uberlegungen ist es zweckmiBiger, ® = exp (A¢) zu setzen. Energie-
Impulstensor, Wellengleichung und Energie-Impulserhaltung lauten dann:

1
tag = = [Mias T X000 = s (MM +N0200)| + Tog,  (9)
K
A6+ X0 60 = o (Th = T%)  und (10)
tkﬁ;k = T)\/g;)\ + )\gf);)\T)\g — )\QS;/gT33 =0. (11)

4 Zweidimensionale Gravitation

In diesem Abschnitt wird die Reduktion von vier auf zwei Dimensionen durch-
gefiihrt, wobei genau wie im vorigen Abschnitt vorgegangen wird. Griechische
Indizes reprisentieren von hier an die Werte 0 und 1. Der metrische Tensor
wird &hnlich wie vorher angesetzt, und auch hier sind alle auftretenden Gréfien



Funktionen von 2, d. h.

Yap Ca D,
9ij = bzw.

CT
DY S -2 (12)
ds? = 'ya@d:cadxﬂ + 20, dz%dz? + 2D, dz%dz> —
2 o 2
2 (dm2> 1 2Sda2dz® — 32 (dxd) .

Léngere Rechnung ergibt fiir den kontravarianten metrischen Tensor

B ,—yaﬁ éa Da
g7 = _ _ __ |, (13)
CTe -2 S
pre ‘ 5 3

wobei die gequerten Grofen durch
590 =42 — [coc? (D? 4 @?) - (C*D? + D*C?) (CD - $) +
+D°D? (€2 + w?)| /N
(¢ (D?*+ @?) — D (CD - 8)| /N
D* = [D*(C?+w?) - C*(CD - $)| /N
D? 4 &%) /N
+

co =

S=(CD-S)/N
N = (€*+w?) (D? + @?) - (DC - S)°
gegeben sind. Analog zu den Uberlegungen von Verbin sucht man nun Geoditen

im vierdimensionalen Raum mit 22 (7) = konst. und 23 (1) = konst. bei belie-
bigem 2 (1), wodurch man Bedingungen fiir C% und D® erhilt:

I%3=0 und I°3=0, (14)
mit
[y = |~ (D + 82) (Cusg + ) + 5 (CD = 8) (Dags + Do) /N
und
g = —% (C? + ¥?) (Dagss + Dgia) + % (CD —8) (Cayp + Cﬁ;a): /N.




Lapy = Yasy %y = 7%y
Fo2e =WV %y = U
Tope = —W0, | T, = %2
Foss = Q)(I)@ %3 = (bq);a
Ty30 = —0®, | T3, = 2

V.5 .
Rop = rap + \i/ﬁ +=5°

Rop = —WUN — WPAS2
v.
R3g = =00 — @O A2

A A A
R=r2 (54 2 4 50

Tabelle 3: Differentialgeometrische Gréflen bei Reduktion auf zwei Dimensionen

Die Gleichung fiir 2* (1) wird damit zur Geoditengleichung einer zweidimen-
sionalen Allgemeinen Relativitétstheorie:

d’x® o dxt dx”

— y—————=20. 15

dr? T dr dr (15)
Forthin wird die Berechnung auf Metriken mit C, = D, = S = 0 eingeschrénkt.
Zwischenergebnisse bei der Berechnung der Einsteinschen Feldgleichungen sind
in Tab. 3 zusammengestellt. Die Feldgleichungen lauten hiermit:

Vs Dog TA VA, DA
5 ) _ ) ) L ! = — T 15
Japt g T "B\l g Toe o Rlafs (152)
1 oA 1 oA
5\1127“ + \1125?)‘ = —kTH oder 5" + ?/\ = kT% (15b)
und \ \
1 0. 1.
5@% + <1>2’TA = —#T3 oder or+ TA = KT%;. (15¢)

Der zweidimensionale Einsteintensor g,g ist allerdings Null. Er wurde nur des-
wegen in der obigen Gleichung angeschrieben, weil dieselben Resultate auch
bei einer Reduktion von N > 4 auf n = N — 2 Dimensionen erhalten werden,
und der Einsteintensor dort nicht verschwindet. Diese Feldgleichungen kénnen
mittels Variationsprinzip aus dem Wirkungsintegral

r 102

das sich direkt von dem vierdimensionalen Wirkungsintegral ableiten 148t, be-
rechnet werden.

Fiir die folgenden Abschnitte ist es notwendig ¥ = exp (A) und ® = exp (u¢)
zu setzen, womit man fiir die Feldgleichungen

Jap + )\w;aﬁ + )\2¢,a¢,5 + ,ud);aﬁ + M2¢,a¢,ﬁ -
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— s (VPN + N 00+ M o0+ ue s+ 12076, ) =

= —kTug, (16a)
1
§T + M¢;>\)\ + N2¢;>\¢,)\ = ’iT22 (16b)
und ]
57+ M+ N2 M\ = KT, (16c)
sowie fiir das Wirkungsintegral schliellich
A
w = /d"x ey eVvtno) L Ab o+ L (17)
2K K

erhalt.

5 Skalares Feld durch Dimensionale Reduktion

Durch Reduktion von N auf n = N — 2 Dimensionen kann man aus Teilen
des metrischen Tensors ein Skalarfeld konstruieren, wenn fiir ¥ des vorigen Ab-
schnittes ¥ = exp(y/k/2 F) gesetzt wird, und desgleichen ® = exp(—+/k/2 F)
fiir ®. Dadurch erhélt man folgende Gleichungen:

1
Jap = —K (EaEﬂ - §'Ya6F;/\F;>\ + Taﬁ) und (18)

FA\ = \/E (1% - 1%) . (19)

In ihnen erkennt man den Energie-Impulstensor eines skalaren Feldes I’ wieder,

der aus der Lagrangedichte

1
folgt. Das vollstdndige n-dimensionale Wirkungsintegral, welches sich direkt aus
dem N-dimensionalen ableiten 148t, lautet:

w = /d"a:\/a (i +lp+ ZM> : (21)
mit
b =l (2,905 6,0.07°%,9°7))

= Lt (2,207,775, —e V59, Vo e V0§ o
—em‘z’, —\2k V29 0] ,\>.

Lys ist dabei die Lagrangedichte der Materiefelder 2 und demnach auch ein
Funktional der Metrik: LM(Q,Q7,\;70‘ﬂ,7a YA, ).



6 Dilatongravitation

Als Beispiel fiir die Reduktion von vier auf zwei Dimensionen wird in diesem
Abschnitt die Dilatongravitation abgeleitet, die eine renormierbare, zweidimen-
sionale Quantengravitationstheorie ist. Sie wurde erstmals im Jahre 1991 von
Curtis G. Callan Jr., Steven B. Giddings, Jeffrey A. Harvey und Andrew Stro-
minger [CGHS] entwickelt. Das Wirkungsintegral, die Einsteinsche Feldglei-
chung und die Wellengleichungen fiir ¢ und f der Dilatongravitation lauten:

w = / &%/ {62¢ [r 4466, + 402 - % £ f,u} : (22)

e 2 [_2925;045 + 80,008 — Yo (_2‘15;“# + 69,19, + 2)‘2)] =

1 1 .
=5 (Fats=5871.)  sowie (23)
r+4pl, — 46 p, +4X* =0 und (24)
S =0, (25)
Obiges Wirkungsintegral 148t sich aus der vierdimensionalen Wirkung
1
W= / d*r\/—g {R +4)% — §F;”F,4 (26)
ableiten, wenn man
Yap | @
9ij = _2(1V3)e 0 (27)
! 0 ey
und
F, = e’f W (28)

setzt, wobei sich auch das Wirkungsintegral W (Gl. 26) aus einer hoherdimen-
sionalen Allgemeinen Relativitétstheorie ableiten 148t, wie der vorige Abschnitt
zeigte.

7 Schluf3bemerkungen

Verbin konnte durch dimensionale Reduktion zeigen, daf sich eine dreidimensio-
nale Gravitationstheorie konstruieren li3t, die nicht das Manko eines fehlenden
Newtonschen Limits besitzt.

In diesem Artikel konnte durch dimensionale Reduktion von vier auf zwei Di-
mensionen gezeigt werden, dafl sich die Dilatongravitation als Teillosung der
Einsteinschen Allgemeinen Relativitétstheorie darstellen 148t, wenn man F,
entsprechend wahlt (siehe Gl. 28).



A Formelsammlung

Im Folgenden eine Zusammenstellung der Formeln, die bei den Berechnungen
dieses Artikels Verwendung fanden:

Ableitungen der Metrik

g1 = 2gT"y
(Veg), = Veg Iy
97k =—9"""" Grn i

Variation von g%

/de<eacpl> = /de<exp7">

‘ expl ‘ expr
d(y/egaR) Veg (aGyj + ay; — gijali) 697
0 \/@(IAZ;O Veg(—ajA; +1/2 gija;lAl) 5gt
55\/@431) Ve (AiB; —1/2g,A'By) dg"
NG —1/2 Jeg gi; 97
VegadsR NG (aRij +asij — gija;ll) 89"
\/@aéAl;l Veg _faJAi +1/2 g5 (aAl;l + a;lAlﬂ 5q'
Vegag’ §R;; NG (a;z’j - gz‘ja;ll) 39"
\/@agij 0A;; NG _—aAm- —ajA; +1/2g;; (aAl;l + a;lAlﬂ 5gt
\/@aA,,gij oI NG _aAm- +a.jA; —1/2gij (aAl;l + a;lAl)J dgH
NG N V€g1/2gi; Al 5g'
VEG aArg™ g7 6T 1i; | \f€g |aAij + ajAi — aAighT ju+
_+1/2 Gij (aAl;l + a;lAlﬂ 5gt
/€g Aighi 6T Ve (1/2gi;AY — A'Ty;) 697
8Gmn —Gmignj 09"
Ogmn k —Ymignj 09" k

Variation von ®

/dN$\/@<e:rpl> = /de\/@<expr>
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expl ‘ expr ‘
5(e 2 al0,) |2 (490;Z<I>7l — 2<I>J<1>,l) 5D
(2@ lDy) | o2 (—20) 420D, ) 60
o(®la,) —20., 6®

2 65(00,) [ e2® (—20) + 400, ) 60
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